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АНАЛИТИЧЕСКИЙ СИНТЕЗ РЕГУЛЯТОРОВ НА ОСНОВЕ  
МОДАЛЬНОГО УПРАВЛЕНИЯ  

Александров А. Г. 
Институт проблем управления им. В. А. Трапезникова РАН, alex7@ipu.ru 

 
Синтез регуляторов по прямым показателям (точности, времени регулирования, 

перерегулированию, запасам устойчивости по фазе и модулю) является одной из цен-
тральных задач теории автоматического управления. Первым методом синтеза по этим 
показателям был метод логарифмических амплитудно-частотных характеристик (ме-
тод ЛАЧХ) [1, 2]. На протяжении нескольких десятилетий он являлся основным инст-
рументом инженеров-разработчиков систем автоматического регулирования одномер-
ных объектов (объектов с одним управляющим воздействием и одной измеряемой пе-
ременной). 

Потребность в методах синтеза регуляторов многомерных объектов привела к 
необходимости привлечения таких разделов математики, как вариационное исчисле-
ние, методы оптимизации, теория функции комплексного переменного, в рамках кото-
рых были разработаны аналитическое конструирование регуляторов [3], (LQ – опти-
мизация [4]) и H - оптимальное управление [5]. Цели управления в этих методах опи-
сываются квадратичными функционалами (интегралами квадратичных форм пере-
менных объекта и регулятора, а также внешнего возмущения при H – оптимальном 
управлении). Известно, что для регулятора асимптотически устойчивой системы с лю-
быми прямыми показателями можно найти весовые матрицы квадратичного функ-
ционала, при которых этот регулятор является оптимальным. Это означает, что LQ – 
оптимальность не имеет явной связи с прямыми показателями. 

Учитывая это, начал развиваться аналитический синтез регуляторов, направ-
ленный на синтез регуляторов по прямым показателям на основе LQ – и H –
оптимизации [6].  

Настоящая работа посвящена аналитическому  синтезу регуляторов на основе 
модального управления. Задача состоит в том, чтобы найти структуру и параметры 
модального полинома, при которых регулятор обеспечивает заданные значения 
точности, запасов устойчивости и требуемого времени регулирования: 
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где y(t) – измеряемый сигнал с выхода объекта (1), являющийся регулируемой пере-
менной; u(t) – управляющий сигнал, формируемый регулятором  (2); f(t) – внешнее 
возмущение, которое может быть представлено полигармонической функцией 
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где частоты f
i  и фазы f

i  – неизвестны, а неизвестные амплитуды if  удовле-
творяют условию  
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в котором *f  – известное число. 
Коэффициенты 0, ,   ( 1, 1, 1, )i jd k c i n j m    объекта известны. 
Задача состоит в том, чтобы найти коэффициенты регулятора (2) такие, 

чтобы система (1) – (2) удовлетворяла следующим требованиям по: 
а) точности: 

*
рег| ( ) | ,     y t y t t  ;    (5) 

б) быстродействию (времени регулирования): 
*

рег регt t ,                                                  (6) 
где  *y  и регt — заданные числа; 

в) запасам устойчивости по фазе и модулю: 
30,     2з L   .              (7) 

Системы, для которых выполняется условие (7), будем называть грубыми. 
Далее полагаем, что корни ,   1,is i m  полинома ( )k s  удовлетворяют ус-

ловию: 
* 1
рег| Re | 3( ) ,      1,is t i m  .                                        (8) 

Кроме того, для простоты полагаем 1m n  . 
Преобразуя уравнения (1) – (2) по Лапласу при нулевых начальных усло-

виях, запишем их в виде:  
fcuskysd 0)()(  ;                                             (9) 

( ) ( )g s u r s y .                                             (10) 
Объект (9) называется устойчивым по управлению, если все корни поли-

нома ( )k s имеет отрицательные вещественные части. 
Рассмотрим тождество Безу: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )d s g s k s r s s  ,                                    (11) 
где  ( )s  – модальный полином степени  2 1n  , все корни которого имеют отри-
цательные вещественные части.  

Этот полином имеет следующую структуру:  
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Если полиномы ( )g s  и ( )r s  регулятора (10) являются решением тождества 
Безу (11), то справедливо следующее. 

Утверждение 1. Требование (5) к точности системы выполняется, если:  
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Утверждение 2. Система обладает требуемым быстродействием, когда:  
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* 1
, рег3( ) ,      1,is t i n

  .                                           (14) 
Утверждение 3. Грубость системы обеспечивается, если:  

, ,| | (1 ),      1,i d i is s i n    ,                                        (15) 

где ,   ( 1, )d is i n  – корни полинома ( )d s ;   ( 1, )i i n   – произвольные неотрица-
тельные числа. 

Для объектов, не устойчивых по управлению, полином ( )k s  содержит 
корни с неотрицательными вещественными частями. Такие корни могут сущест-
венно ограничить предельную точность регулирования  пр.y , которая для объек-
тов, устойчивых по управлению, не ограничена. Известны соотношения, позво-
ляющие найти величину пр.y  для гармонического внешнего возмущения 

( ) sinf t t  с неизвестной частотой  , действующего на объект (1). Это означа-
ет, что величина *y  в требовании (5) должна удовлетворять условию *

пр.y y . 
Представим полином ( )k s  как ( ) ( ) ( )k s k s k s  , где ( )k s  – полином степени m , 
корни которого имеют неотрицательные вещественные части; ( )k s  – полином 
степени m с остальными корнями ( 1m m n    ). 

Модальный полином в тождестве Безу (11) имеет вид: 
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где ( ) ( )k s k s   . 
Рассмотрим случаи больших и малых вещественных корней    ( 1, )is i m  

полинома ( )k s . 
Утверждение 4. Если корни    ( 1, )is i m  полинома ( )k s  таковы, что: 

dnddi sss  ],...,max[ ,1, ;   ],...,max[ ,1, ni sss ,  mi ,1 , 
то при достаточно больших значениях положительных чисел d  и   условия 
утверждений 1–3 обеспечивают выполнение требований к системе. 

Утверждение 5. Если корни полинома ( )k s  удовлетворяют неравенствам: 

 ndd
d

i sss ,1, ,...,min1


 ;  ni sss ,1, ,...,min1



 ,  mi ,1 , 

то при достаточно больших значениях положительных чисел d  и   и нечетном 
числе m  установившийся выход уст.y  системы (1)–(2) при ступенчатом внешнем 
возмущении определится по формуле: 

*
уст. 0

0 0

2 1( )y с f
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где 0 , 0 ,
1 1

| |,    
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i i
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Если при этом выполняется условие: 

5,0
2 00

0 
 d


, 

то система не удовлетворяет требованиям (7) по грубости. 
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Рассмотрим систему автоматического регулирования. Уравнение объекта 

имеет вид: 
[ ] [ ] [ ]
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где ( )y t  – измеряемый сигнал с выхода объекта; ( )u t  – управляющее воздейст-
вие; ( )f t – неизвестное ограниченное внешнее возмущение, действующее на 
объект; i  – номер режима работы объекта; [ ] [ ] [ ], ,i i i

pk T   – параметры объекта 
управления: коэффициент усиления, постоянная времени и запаздывание, соот-
ветственно, изменяющиеся в моменты времени [ ]it  и сохраняющие свое значение 
на интервалах времени [ ] [ 1]i it t t   , которые достаточно велики. 

ПИД-регулятор описывается уравнением: 
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